Cviceni z teorie pravdépodobnosti 2

5. Optional Sampling Theorem, Optional Stopping Theorem

e ovéreni predpokladu Optional Sampling Theorem
e rozpoznani martingalu, ktery je sub ¢i super-martingalem

1.

Necht M,,n € N je nezdporny F,-martingal. Rozhodnéte, zda je obecné proces M, sub/super-
martingalem vzhledem k filtraci F,, , kde 7, < 7,41 jsou F,-markovské casy

(a) konecné skoro jisteé.

skoro jisté omezené koneénou hodnotou.

takové, ze zastaveny proces Mya., , k € N je omezeny pro kazdé n € N.
takové, ze proces M, ,n € N mé konstantni stfedni hodnotu

)
)
)
e) takové, ze zastaveny proces My, , k € N je stejnomérné integrovatelny pro kazdé n € N.
) Rozhodnéte o platnosti (a),(b),(c), pokud proces M, neni zdola omezeny.

)

Rozhodnéte o platnosti (a), neni-li M,, zdola omezeny a je stejnomérné integrovatelny.

Uvazujte urnu, ve které je na pocatku v ¢ase n = 0 umisténo celkem b bilych a ¢ ¢ernych kulicek. V
kazdém casovém intervalu (n — 1,n) jednou vytdhneme ndhodné vybranou kulicku z urny a vrétime
ji zpét spolu s dalsimi celkem z kulickami stejné barvy. Bud T, relativni pocet kulicek bilé v case n
a 7, bud poradi tahu, ve kterém po k-té z urny vytdhneme bilou kouli. Rozhodnéte,

(a) zda jsou ¢asy 7 markovské a zda jsou konecéné skoro jisté

(b) zda je proces S, = T, martingal

3. Bud (X,,n < N) posloupnost nezavislych stejné rozdélenych integrovatelnych ndhodnych velicin.
Bud Z_,=X,=1%" X,an =inf{-n;neN, X, >k} A(-1),k € N. Rozhodnéte, zda
(a) je proces Z,, martingalem
(b) je proces Z,, stejnomérné integrovatelnym martingalem.
4. Necht 0 > M, je F,-martingal, ktery je nezavisly s posloupnosti stejné rozdélenych ndhodnych
velicin (X,,n € N) s hodnotami v Ny. Oznacme S,, = 22:1 X. Rozhodnéte, zda je proces
(a) N, = Mg, sub/super-martingalem
(b) exp{N,} sub/super-martingalem.
1. Optional Sampling Theorem (jednodimenzionalni piipad)
Necht (S,,n € N) je F,-submartingal a v < 7 jsou skoro jisté konecné F,,-markovské casy. Pak
1S,,S; €Ly a  liminf E(S] 1psn) =0] = S, <E[S;|F)] sj.
Leva (a tedy i pravd) strana plati, pokud navic v, 7 € L.
2. Je-li (S;,t € T) submartingal vzhledem k filtraci F;, pak je Fi-martingalem prévé tehdy, kdyz m4

konstantni stfedni hodnotu.

Dikaz: Pro s,t € T a s <t, X := E[S|Fs] —Ss >0sj.a EX =FES;, — ES; =0. Tedy X =0 s.j.

3t Je-li (My,t € T) stejnomérné integrovatelny Fi-martingal, pak existuje M., € Ly (Fs) takova, ze



